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1. SKUPOVI BROJEVA

1.1. BROJEVNI SUSTAVI

ZAPIS BROJ U SUSTAVU S BAZOM b

Neka je b prirodan broj veéi od 1. Prirodni broj N zapisan u sustavu s bazom b je oblika

N=aa,,. ad;=a,b"+a,,-b"" +.+a-b +a

Znamenke a,,a,,a,,...a,su cijeli brojevi iz skupa {0,1,2,...,.b—1} .

Primjer 1. Broj 152 4 iz sustava s bazom 8 pretvori u broj u dekatskom sustavu.

152, =1-8% +5-8' +2=64+40+2 =106 ,,, =106

Primjer 2. Pretvori brojeve 3216,,,,10010011,,,234 ;) u brojeve u dekatskom sustavu.
3216, = 3-12°+2.12° +1-12" + 6 =... = 5490

10010011, =1-2"+0-2°+0-2°+1.2° +0-2° +0-2° +1. 2" +1=... =147

234, =2-5"+3-5'+4=69

1.1.1.VEZA BINARNOG, OKTALNOG | HEKSADEKATSKOG
SUSTAVA

Jedna znamenka OKTALNOG sustava zamjenjuje 3 znamenkama BINARNOG sustava.

OKTALNI SUSTAV

BINARNI SUSTAV

OKTALNI SUSTAV

BINARNI SUSTAV

0 0 4 100
il 1 5 101
2 10 6 110
3 11 i 111

Jedna znamenka HEKSADEKATSKOG sustava

zamjenjuje 4 znamenke BINARNOG sustava.

HEKSADEKATSKI | BINARNISUSTAV | HEKSADEKATSKI | BINARNI SUSTAV
SUSTAV SUSTAV
0 0 8 1000
il 1 9 1001
2 10 A 1010
3 11 B 1011
4 100 C 1100
5 101 D 1101
6 110 E 1110
I 111 F 1111
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Primjer 3. Prevedi broj u oktalnom sustavu u broj u binarnom sustavu.

* tablica

16 = 1 110 =1100,, 5407 =101110000111  =101110000111,,
*:*(8) ** tablica(2) L N
10010111001, = 2271, 11111111111, =3777,

Primjer 4. Prevedi broj u heksadekatskom sustavu u broj u binarnom sustavu.

* tablica *** tablica

——= ——
§EZ§(6) = 110 1190 1001 ¢ =11011001001,, 1111111111, =3FF,,,
xR (] ** tablica
ZEBS(le) =10111010110011 :10111010110011(2) 110001011101011(2) = 62EB(16)
T B e

o (2

1.1.2.PRIJELAZ IZ DEKATSKOG SUSTAVA
Primjer 5. Pretvorimo u sustav s bazom 2 broj 12 iz dekatskog sustava.

BROJ 12 6 3 1
DIJELIMO S 2 6 3 1 5
OSTATAK 0 0 1 1
Broj u binarnom sustav1; je ,Citajuéi s desna na lijevo, 1100y
12=2-6+0 =0
2:;;:10 :f = binarni broj glasi 1100,

1=2-0+1 =1

Primjer 6. Pretvorimo u sustav s bazom 8 broj 238 iz dekatskog sustava.

BROJ 238 29 3
DIJELIMO S 8 29 3 0
OSTATAK 6 5 3

Broj u binarnom sustavu je ,¢itajuci s desna na lijevo, 356(s)

238=8-29+6 =6
29=8-3+5 =5 = broju oktalnom sustavu glasi 356,
3=8.0+3 =3

Primjer 7. Prevedi u oktalni i heksadekatski sustav broj 243681. R:733741,,3B7EL

Primjer 8. Odredi binarni prikaz broja 75. R: 1001011(2)
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2. MATEMATICKA INDUKCIJA

PRINCIP MATEMATICKE INDUKCIJE: Ako neka tvrdnja vrijedi za broj 1 i ako iz

pretpostavke da vrijedi za prirodni broj n slijedi da vrijedi i za sljede¢i broj n + 1, tada ona vrijedi

za svaki prirodni broj n.

(T1) BAZA INDUKCIE —provjerazan=1

Ako su zadovoljena

(T2) PRETPOSTAVKA INDUKCIJE - pretpostavka za n = k sva tri koraka, tvrdnja

(T3) KORAK INDUKCIJE — dokaz da vrijedi zan = k + 1 vrijedi za svaki

Primjer 1. Dokazite da vrijedi relacija 1+3+5+...+(2n-1)=n*,Vne N
(T1) BAZA INDUKCHIE
n=1 = 2.1-1=1° = 1=1
(T2) PRETPOSTAVKA INDUKCIE
n=k 1+3+5+...+(2k-1) =k* *
(T3) KORAK INDUKCIE

n=k+l  143+5+..+(2k-1)+(2(k+1)-1) =(k+1)’
pretpostavka *

T

k2+(2k+2—1):(k+1)2 vneN
k?+2k+1=(k +1)2

Po relaciji za kvadrat binoma slijedi
: O —— (k2 = (k1)

n(n+1
Primjer 2. Dokazite da vrijedi relacija 1+2+3+...+n :Q,Vn eN
1Q+Q
(T1) BAZA INDUKCIE n=1 = 1= > = 1=1
k(k+1)
(T2) PRETPOSTAVKA INDUKCIE n=k 1+2+3+..+k= 5 *x
(T3) KORAK INDUKCIJE
k+1)(k+2
n=Kk+1 l+2+3+...+k+k+1:M
pretpostavka ** 2
k(k+1 k+1)(k+2
(k+1), ,,_ (k+D)(k+2)
/ 2 2 vneN
k+1 k+1)(k+2
[zIu¢imo zajednicki €lan T(k +2)= ( )2( )

(k+1)(k+2) (k+1)(k+2)
2 2

prirodni broj n.
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Primjer 3. Dokazati da je 4" +15n—1 djeljivo s 9 za svaki prirodni broj n.
(T1l) BAZA INDUKCIE

n=1 = 9|4'+15.1-1=18 = 9[18 = to¢no jer 9 dijeli 18 ili 18 je djeljivo s 9
(T2) PRETPOSTAVKA INDUKCIE

n=k 9|4 +15k—1 ***
(T3) KORAK INDUKCHIE

n=k+1 = 94" +15(k+1)-1
9|4 -4+15k +15-1

9|4% +15k —1+4%.3+15
—

o — 19

9|4 +15k —1+4%.2-15k +16
%,_J

ok = 19

9|4 +15k —1+ 4% —30k +17
\—ﬁf—J

k= 19

9|4 +15k —1— 45k +18
%/_J

ok = 19

9 9(—5k+2)
‘9 vneN

Primjer 4. Dokazati da je 2n*+2n+4 djeljivo s 2 za svaki prirodni broj n.

(T1) BAZA INDUKCHIE n=1 = 2|2-12+2-1+4=8 = 2/8
(T2) PRETPOSTAVKA INDUKCHNE n=k 2|2k2+2k+4 *

(T3) KORAK INDUKCIE

n=k+1 = 22(k+1)2+2(k+1)+4

2(2(K*+2k+1)+ 2k +2+4

2|12k? +4k +2+2k +2+4

2|12k* +2k + 4+ 4k +4
|

* =12

24(k+1) vneN
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ZADACI ZA VJEZBU:

n(n+1)(2n+1
1. Dokazite da vrijedi relacija 1° +2° +3* +...+n° = (n+ )6( * ),Vne N
n(3n+7
2. Dokazite da vrijedi relacija 5+8+1l+...+(3n+2):g,Vn eN

3. Dokazati da je 7" +3n-1 djeljivo s 9 za svaki prirodni broj n.

3. TRIGONOMETRIJSKI OBLIK KOMPLEKSNOG BROJA

¢ ALGEBARSKI OBLIK [Z=x+iy > x=Rezy=Im|
¢ APSOLUTNA VRIJEDNOST y1
|z| = \/Rez Imz) X2+ y? , o Z=X+iy
¢ ARGUMENT ¢ |Z|
Imz
0 X X

+ TRIGONOMETRIJSKI OBLIK |2 =|z|(cosg+ising)

Primjer 1. Prikazi u trigonometrijskom obliku z = J3+i

=J3+i>Rez=x=+/3,Imz=y=1 2 rad =360°
CyeElmRerEXENS M=y = 7 rad =180°
apsolutna vrijednost  |z|=/X* +y* = (f) +12=4=2
y 18 B a '
argument tgp == — =— y
g g X \/7\/7 3 =@ 5
7 z 1 o 2=43+i

trigonometrijski oblik z =|z|(cosg +ising) = 2(cos€+isin Ej ”

> X

0 NG
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Primjer 2. Prikazi u trigonometrijskom obliku z =-1+i '
z=-1+i—>Rez=x=-1Imz=y=1
z=-1+i e 1
apsolutna vrijednost |z =/x* +y? =/(-1)" +1* =2 0
1 P -1 0 X

gp=2 == =-1=1gp =129, =
argument

pell=>p=7—-9¢ :7z—£:3—ﬂ

YT =04 Dy

. oL - 3r . . 37w
trigonometrijski oblik Z—|Z|(COS¢)+ISII‘I¢))—\/E(COST+ISIHT) 7Z'-|—¢0 | 2ﬂ—¢0

3.1. MNOZENJE, DIJELJENJE | POTENCIRANJE
KOMPLEKSNIH BROJEVA

o N _ z=|z|(cosp+ising)
Zadana su dva kompleksna broja u trigonometrijskom obliku: o
w = |w|(cos@ +isin o)

® MNOZENJE z-w=|z|-|w(cos(p+8)+isin(p+0))

ﬂ(cos((p_e)min(w@))

© DIJELJENJE z
w W|

® POTENCIRANJE 2" =z[" (cosng +isinng)

Primjer 1. Izradunaj z-w,z:w,z® uz zadane 2:3(cos%+isin%j I w=2(cos%+isin%j.

T .. (7 & T . . Irx
Z-W=3-2| coS| —+— |+iSIn| —+— | |=6| cOS—+1SIN—
3 4 3 4 12 12
z 3 T 7\ .. (x =& 3 T .. T
—=—|cos| ——— |+iSih| =—=——= | |==| coS—+isin—
w 2 3 4 3 4 2 12 12

z3 :33(cos3~%+isin3-%): 27(cosz +isinz)
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3.2.KORJENOVANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

- . p+2kr . . @+2kx
= =1 — —— 1,k=0,1,...,n-1
z=|z|(cosp+ising)= ¥z 1/|z|(cos ; +isin . j 0,1...,n

Primjer 1. Odredi Yz kompleksnog broja z = 2(cosz +isin 7z) :

Q/E=§/§(cos”+§k”+isin”+:k7[),k =0,12

k=0... 3%z, =€/§(cos”+23'0'ﬁ+isin7[+23'0'”j:§/§(cos%+isin%j

k=1..3%z, :%(cos%ﬂsin%j =32(cosz+isin)

k=2..32z, :Q/E(COSWFZS'Z%+isin”+23'2'”j:%(cos5?”+isin5?ﬂj

A
y >E/EO

=

Iz,

ZADACI ZA VIEZBU:
1. Pretvori u trigonometrijski oblik z = V3-i i w=—2-42i

.. To.. 7T . 1 T .. T
2. Izracunaj z-w,z:w,z*, w® uz zadane 2:2(cos§+|sm—] i W:E(cos—ﬂsm—j

3. Odredi 4z kompleksnog broja z = J3+i .Nacrtaj rjeSenja.

4. Odredi 3w kompleksnog broja w = \/5(00377”+ isin 77”] . Nacrtaj rjesenja.
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4. BINOMNI TEOREM

4.1. BINOMNI KOEFICIJENTI

IzraCunavanje FAKTORIJELA ‘n!: n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1

Primjer1. 41=4.3-2.1=24 51=5.4.3-2-1=120ili 5'1=5-41=5.24 =120

nl < “en faktorijela”

n
BINOMNI KOEFICIJENTI (kj uzuvijetdasuneN,keN i k<n.

(nj: n-(n-1)-(n-2)-..cn—k +1) (nj “an povrh ka”

k 1.2-3-...-k k

KAKO RACUNATTI: U brojniku i nazivniku se mnozi k ¢lanova, sa razlikom $to u brojniku

mnozimo od n, a u nazivniku od 1 do k.

5 . 6 . 6 .5. 7 6.
Primjer 2. :ﬂzlo :E:15 :mzzo :£:35
2) 1.2 2) 1.2

4.2. SVOJSTVA BINOMNIH KOEFICIJENATA

Navodimo neka od vaznijih svojstava binomnik koeficijenata.

n_1 n_1 n_n ny n ny (n y
0) n) 1) k) (n—k)k! k) \n-k)
100 100 100 :
Primjer 3. = = :100 99 = 4950 ( koristenjem formule (%)
98 100-98 2 1.2
9

10 10 10) 10. . . n
= = =12 " 45 formula (%) Kkoristi se kada je k > 5

8 10-8 2 2

4.3. PASCALOV TROKUT

1 n=0 k=0
L] n=1 k=01
1 2 1 n=2 k=0,1,2
1 3 3 1 n=3 k=0,1,2,3
1 4 4 1 n=4 k=0,1,2,34

10
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4 iz tablice

- 4 4\ 4.3 (4
Primjer 4. + =—+ =6+4=10
2 3) 1.2 (1

4.4. BINOMNA FORMULA

Koristenjem binomne formule moguce je izvesti poznate relacije koje se susrecu u nastavi

matematike.
n n n n nn
(a+b)"=| [a"%°+| [@"b'+..+ alb"™ +| [@%"=>| "[a"*b
0 1 n-1 n —=\k
Primjer 5.

2 2 2
(a+b) = (O}a“b‘) +(1ja2‘1b1 +(2ja°b2 =1-a’-b°+2-a'-b' +1-a°-b? =a’ + 2ab +b?

..... dobili smo poznatu relaciju za kvadrat binoma... (a+b)’ =a? + 2ab +b?

ZADACI ZA VIJEZBU:

(15 45 15 51
1. Izracunaj , , ,
(5 5 5 5 o
2. Izracunaj + - + koriStenjem Pascalovog trokuta
2 3 1 4
3. Primjenom binomne formule raspisi (a + b)5 te koeficijente provjeri Pascalovim trokutom.
4. Primjenom binomne formule raspisi (2a —3b)°.Mozemo li koeficijente provjeriti P.T. ?

5. Odredi peti ¢lan u razvoju izraza (a+b)"*. *

6. Odredi 4. ¢lan u razvoju izraza (X2 +3x* )6 .

n
' Koristenjem binomne forule ili formule za k-ti élan razvoja |T, = (k jc’:l"_k”bk_1

11
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