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3. ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNINI.

3.1.UDALJENOST TOCAKA U RAVNINI.

Ako su zadane dvije tocke u koordinatnom sustavu, kako odrediti njihovu udaljenost?

A(XA Ya ), B(XB ) yB) - |AB| = d(A’ B) = \/(XB —Xa )2 + (yB —Ya )2 (28)
© Primjer 1. Odredi udaljenost tocaka A(4,1) 1 B(1,5).

yA

d(A,B)= \/(XB ~Xa) (Y =Ya) B(L,5)
d(A,B)=+/(1-4) +(5-1) \
d(A,B)=+9+16 =25 =5 A(:i)
0 X

3.2. POLOVISTE DUZINE.

Ako su zadane dvije tocke i njihova spojnica duzina, kako odrediti poloviste ili tocku koja dijeli

duzinu na dva jednaka dijela?

A(XA1yA)’B(XB’yB) -  Xp

:XA+XB :yA+yB:>P XA+XB yA+yB (29)
2 P 2 2 2

© Primjer 1. Odredi poloviste duzine AB ako su A(4,1) i B(2,5).
A

A
P(XA tXg Yat yB] g B(1,5)

2 2 w
P(E%j = P(3,3) poloviste duzine A1)

2

[
>

0 X

3.3. POVRSINA TROKUTA.

Ako su zadane tri tocke u koordinatnom sustavu, kako izra¢unati povrsinu trokuta Sto ga te tri

toCke odreduju?

A(XA1yA)’ B(XB’yB)'C(XC’yC) P :%|XA(yB _yC)+XB(yC _yA)+XC(yA _yBj (30)

NAPOMENA: Ako su to¢ke trokuta orijentirane u smjeru kazaljke na satu, povrSina bi bila

negativna pa je stoga u formulu ukljucena i apsolutna vrijednost.
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© Primjer 1. Odredi povrsinu trokuta AABC ako su A(1,1),B(5,2) 1 C(3,4).

Ya
1
P=E|XA(yB—yc)+XB(yC—yA)+Xc(yA—YB)| C(3,4)
21 4 ; B(5,2)
P _§|1(2—4)+ 5(4-1)+3(1-2) AL A
p :%|—2+15—3|:%|10| =5 kv.jedinica 0 X

NAPOMENA: Povrsinu trokuta moguce je izracunati i po Heronovoj formuli

a+b+c

P=ys(s—a)s—c)s—c) (31) gdje je s poluopseg trokuta s = (32).

» a,bicsuduljine stranica trokuta (formula (28)) a=d(B,C),b=d(A,C),c=d(A,B).
3.4. TEZISTE TROKUTA.

Ako su zadane tri tocke u koordinatnom sustavu, kako izraunati teZiste trokuta Sto ga te tri
tocke odreduju?
» Teziste je tocka u kojoj se sijeku teziSnice trokuta.

» Tezisnice su duZine koje spajaju vrh trokuta i poloviSte nasuprotne stranice.

X, +Xg +X +Yg +
A(xA,yA),B(XB,yB).C(xc,yc)HT( - y°j (33) T(xr.yy)

© Primjer 1. Odredi koordinate tezista trokuta AABC ako su A(1,1),B(5,2) i C(3,4).

y
T XA+XB+Xc,yA+yB+ycj [ o
3 3 !
. 1+5+3,1+2+4j ﬁm)
3 3 : R
7 ) 0 X
T S,EJ teziste trokuta ABC

© Primjer 2. Odredi duljinu teziSnice iz vrha A u trokutu iz primjera 1.

P(XB +Xe Yo+ ycj (29) lta|=d(A,P) spojnica tocaka A(1,1)i P(4,3)
2 2 d(AP)=(4-17 +(3-1?  (28)

e (S RIS I
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4. OBLICI JEDNADZBE PRAVACA.

Postoje tri karakteristi¢na oblika jednadzbe pravca.

4.1.IMPLICITNI OBLIK JEDNADZBE PRAVCA.

A,B i Csutrirealna broja A,B,C e R takva da A i B nisu u isto vrijeme jednaki0 B=0,C =0
ili C=0,B=0. Implicitni oblik jednadzbe pravca glasi AXx+ By+C=0. (34)

4.2.EKSPLICITNI OBLIK JEDNADZBE PRAVCA

Ako su k i | realni brojevi k,1 € R, k je koeficijent pravca, a | odsjec¢ak na osi y.
Eksplicitni oblik jednadzbe pravca glasi y =kx+1 (35)
y = kx + 1 gdje je

Ax+By+C=0 A

By=-Ax-C /:B kz_E koeficijent smjera
= Ax ¢ C

Y=TB A I:—K odsjecak na osi y

4.3.SEGMENTNI OBLIK JEDNADZBE PRAVCA

Ako sum i n realni brojevi m.n € R, m je odsjecak na osi x, a n odsjec¢ak na osi y.

Segmentni oblik jednadzbe pravca glasi %+% =1 (36)
Ax+By+C=0
Xy
Ax+By=-C /:(- —+==1
+By=-C /:(-C) po-
A B _1 c
—crfTceYT m=-—+ odsjecak na osi x
X y
ct—c =1 n:—% odsjecak na osi y
A B
© Primjer 1. Pretvori u ostale oblike jednadzbu pravca 2x +4y—-6=0.
4y =-2x+6 /4 2x+44y=6/:6
1 3 C —X+—y:1:§+lzl segmentni oblik
y=—§x+z eksplicitni oblik 6 6 3 3
2
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© Primjer 2. Pretvori u ostale oblike jednadzbu pravca 3x + 6y —18 = 0 te nacrtaj pravac.

y4 3x+6y-18=0

3x+6y-18=0 3x +6y=18 /:18
6y =-3x+18 /.6 3

’ 1 / ! §g+g%:1

~Lyis [Ty
y 2 " s Xy
. A
k =—-= koeficijent pravca g e )

2 0 @ 6 x  m=6 odsjecak na osi X

| =3 odsjecak naosiy n=3 odsjecak naosiy
eksplicitni oblik jednadzbe pravca segmentni oblik jednadzbe pravca

NAPOMENA: Kod crtanja ekspolicitnog oblika jednadzbe pravca, prvo ucrtamo odsjec¢ak na
0si y i dobijemo tocku A(0,1). Od te tocke crtamo koeficijent pravca tako da brojnik crtamo po

osi y, a nazivnik po osi x.

» uprimjeru 2. ucrtali smo tocku A(0,3). Od te tocke crtamo koeficijent pravca k = Ty
tako da od A(0,3) idemo 1 dole po osi y te 2 desno po osi x. Dobijemo tocku B(2,2).

Spojimo te dvije tocke i1 dobili smo pravac y = —%X +3.

4.4. JEDNADZBE PRAVACA KROZ JEDNU I DVIJE TOCKE.

Kako odrediti jednadzbu pravca ako su zadane dvije tocke ili ako nam je poznata jedna tocka i

koeficijent smjera?

4.5.JEDNADZBA PRAVCA KROZ JEDNU TOCKU.

Zadana je jedna toCke T(Xl, yl) 1 koeficijent smjera pravca koji prolazi tockom T.
Jednadzba tog pravca glasi y -y, = k(x - xl). (37) Koeficijent smjera predstavlja tangens kuta
Sto ga pravac zatvara s pozitivnim smjerom osi X. k =tga (38)

© Primjer 1. Odredi jednadZzbu pravca koji prolazi to¢kom T(1,2) i ima koeficijent smjera k=3.

T2),k=3 y—-2=3x-3
y—Y: =k(x-x,) y=3x—-3+2
y—-2=3(x-1) y=3x-1
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4.6.JEDNADZBA PRAVCA KROZ DVIJE TOCKE.

Zadane su dvije tocke T,(X,, ¥, ) T,(X,,Y,). Jednadzba pravca kroz dvije tocke glasi

Y-V, :u(x—xl) (39) gdjeje k=22"Y1 (40) koeficijent smjera pravca.
Xy =X 2 — Xy

© Primjer 1. Odredi jednadzbu pravca koji prolazi tockama T1(1,2) i T2(4,5). Koliki kut zatvara

pravac s pozitivnim smjerom osi x?

3
T02)7,(49 y-2=36c-) -
yoy, =Yz iy x) y-2=x-1 tgo =1 /arctg
X2 7% y=x-1+2 n
5_2 O(.=—=450
y—Z:H(x—l) y=x+1 4

5. PARALELNOST I OKOMITOST PRAVACA.

Zadana su dva pravca p,..y = KX +1;,p,..y =K, X +1,.
> Pravci su paralelni ako su im koeficijenti jednaki tj. k, =k, (41).

» Pravci su okomiti ako su im koeficijenti suprotni i recipro¢ni brojevi, tj. k; = _ L (42)
2

© Primjer 1. Odredi jednadzbu pravca koji prolazi tockom A(-1,2) i :

a) paralelan je pravcu y—2x-1=0

b) okomit je na pravac §+% =1
X 3 3
y—2x-1=0 E+%=1 [3=y=—"x+3=k, ==
y=2x+1=k, =2 SR S
k, =k, = k, = 2 paralelni pravci T, —K=30 omiti pravci
a) b)
y-ylzkl(x_xl) y_ylzkl(x_xl)
-2=2(x+1
) x+1) y—2=3(x+1)
y—2=2xX+2 3
y=2ax+4 —-2=—X+—-= :gx+—
Y 3 3 y 3 3
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6. PRESJEK DVAJU PRAVACA.

Zadana su dva pravca p,..y =K x+1,,p,..y =K, X +1,.

Presjek pravaca mozemo odrediti analiti¢ki (ra¢unski) metodom suprotnih koeficijenata,

metodom supstitucije ili metodom komparacije te grafickom metodom.

© Primjer 1. Odredi presjek pravaca x + y+2 =0,x —y —8 = 0 analiticki i graficki.

A

X+y+2=0 i X+y+2=0 y
X-y-8=0 3+y+2=0
2x-6=0 y=-5 o > 5
2x=6 /:2 P2
X =3 T(3,-5) presjek pravaca T(3.-5)
A1
P1

p,..Y =—X-2,p,..y=X-8

ZADACI ZA VJEZBU:

Odredi udaljenost tocaka A(-1,2) i B(3,-2).

Odredi polovista (P,Q,R) stranica trokuta AABC ako su A(1,2), B(-1,2) i C(-5,4).
Odredi povrsinu trokuta iz zadatka 2.

Odredi teziste trokuta iz zadatka 2.

Odredi duljine tezidnice iz vrha B trokuta iz zadatka 2.
Odredi jednadzZbu teZiSnice iz vrha C trokuta iz zadatka 2.
Odredi jednadzbu stranice c trokuta iz zadatka 2.

Odredi jednadzbu visine iz vrha A trokuta iz zadatka 2.

© 0 N o O bk~ w DN PE

Odredi jednadZzbu pravaca koji prolaze tockom A(-5,4) koji je:

a. okomit napravac 2x -3y +6=0

b. paralelan pravcu §+L4 =1.

10. Odredi presjek pravaca 2x + y—5 =01 3x —y + 6 = 0 analiticki i graficki.
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7. KRUZNICA.

DEFINICIJA: Kruznica je skup svih tocaka ravnine koje su od ¢vrste tocke ili sredista jednako

udaljene. Udaljenost sredista i bilo koje tocke na kruznici oznacava

' ses d(S,T)=r (43) inaziva se polumjer kruznice.
kS, r)={T(x,y):d(S, T)=r} (44).
Jednadzba kruznice (x —p)* +(y—q)° =r® (45) gdje je S(p,q)
srediSte, a r polumjer kruznice. Ukoliko je srediSte kruznice u

o 1 - ishodistu koordinatnog sutava, jednadzba glasi x* +y? =r? (46).

© Primjer 1. Napisi jednadzbu kruznice ako je srediste u tocki S(2,-3), a polumjer je 5.
(x=p) +(y-q)° =r* = (x-2)* +(y+3)’ = 25 = k(2,-3;5)
© Primjer 2. Odredi srediste i polumjer kruznice ako je zadana sa k(-1,2;4).

k(-1.24) = (x=p)* +(y—-q)* =r* = (x+1)* +(y-2)° =16 = S(-1,2),r = 4

7.1.0DNOS PRAVCA I KRUZNICE.

ODNOS PRAVCA | KRUZNICE

s... pravac sjee kruznicuk sk = {A B}
t... pravac dodiruje kruznicuk sk ={D}
p... pravac ne sje¢e kruznicuk snk={}

» Pravac i kruznica mogu biti u sljedeca tri odnosa:

0 pravac sije€e kruznicu u dvije tocke s Nk = {A, B} i naziva se SEKANTA (s)
o pravac dodiruje kruznicu u jednoj tocki s~k = {D} i naziva se TANGENTA (t)

0 pravac ne sijece kruznicu snk = (p)
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© Primjer 1. U kojem su odnosu kruznica (x —5)*

+(y+4)2 =9 ipravacx-y-2=07?

(x=5)" +(y+4)* =9 o N

izrazimo nepoznanicu X i p
X-y-2=0=x=y+2 uvrstimo je u jednadzbu Y
(y+2-5) +(y+4)Y =9 kruznice B
(y-3f +(y+4) =9

y? —6y+9+Yy°+8y+16-9=0
2y> +2y+16=0 /.2
y>+y+8=0
D=b’*-4ac=1-32=-31
D<0

N

Ispitajmo ima li kvadratna
jednadzba rjeenja k
promatrajuci diskriminantu

Vv

Kvadratna jednadZba nema relanih rjeSenja jer je diskriminanta manja od nule.

Zaklju¢ujemo da se pravac i kruznica ne sijeku.

© Primjer 2. U kojem su odnosu kruznica x* +y? —2x+4y—21=0 i pravac X +5y =17?

X2 +y2 —2X+4y—21=0= X’ —2x+y® +4y =21
+(y+2) =26..k(L-2+/26)

(x—1) ~1+(y+2)" —4=-21= (x -1y

(x—1)" +(y+2)* =26
X+5y =17 = x=17-5y

(-5y+17-1)* +(y+2)* = 26
(16-5y)* +(y+2)* =26

256 —160y + 25y° +y* + 4y +4-26=0
26y —156y +234=0 /:2

13y? —78y +117 =0

D =b? —4ac = 6084 -6084 =0

D:O%

¥

K_

13y? - 78y +117 =0
7810

iz ="0g

X=17-5y=17-15=2

=3

[s Odredujemo tocku dodira
pravca i kruznice D(2,3)

D(2,3)

Kvadratna jednadzba ima jedno dvostruku relano rjeSenje jer je diskriminanta jednaka nula.

Zakljuéujemo da se pravac i kruznica dodiruju.

10
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NAPOMENA: Ako je diskriminanta dobivene kvadratne jednadzbe (kao u primjerima 1 i 2)
vecéa od nule, tada pravac i kruznica imaju dvije tocke presjeka . Kazemo da se pravac i kruznica
sijeku. Zaklju¢imo, diskriminanta odreduje odnos pravca i kruznice i to:

o0 ako je D <0, pravac i kruznica se ne sijeku (47)

0 ako je D =0, pravac i kruznica se dodiruju (48)

0 ako je D >0, pravac i kruznica se sijeku (49)

© Primjer 3. Odredi jednadzbu kruZnice koja prolazi to€¢kom T(4,3) sa srediStem u tocki S(2,1).

=08 T) =l ~x +(yr —ys =A4-2F + (@1 =Va+4 =18

7.2.TANGENTA I NORMALA KRUZNICE

Normala kruznice n uvijek prolazi srediStem kruznice i tockom D na kruznici. Tockom D

prolazi tangenta t koja je okomita na normalu. TLN

> Tangenta kruznice u tocki kruznice D(x,,Y,)
(50) (X - p)(xl - p)"‘ (y - Q)(yl - Q) =r? <:I srediste kruznice S(p,q)
(51) XX, +yy, =r° <:| srediste kruznice S(0,0)

Ako sa tocka T(x,y) nalazi izvan kruznice, tada je moguce povuci

dvije tangente iz te to¢ke na kruznicu.( UVJET TANGENCIJALNOSTI)

» Uvjet da je pravac y = kx + | koji prolazi to¢kom T(X, y) tangenta kruznice glasi

21+k?)=(q-kp-1} (52) ili r?(+k?)=12. (53)

NAPOMENA: Prije primjene formula za odredivanje jednadzbi tangenata (50) do (53), potrebno

je provjeriti nalazi se tocka na kruznici ili ne.

11
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© Primjer 1. Odredi jednadzbu tangente u tocki D(3,y < 0) kruznice x? +y? = 25

Tocka se nalazi na kruznici sa srediStem u ishodistu koordinatnog sustava S(0,0), pa ¢emo

koristiti formulu (51) za odredivanje jednadzbe tangente u tocki D.

X2 +y? = 25=5 3% 4 y? = 25 XX, +Yy; =1* (51)

2 _ 2 _ 3Xx—4y =25 uvrStavamo u jednadzbu
Y =25-9=y" =16 /| _4y——3x+25 J:(-4) tangente (51) i dobijemo
Y, =H4=>y=-4 3 o ' jednadZbu tangente iz

_ =Zx-_= tocke D na kruznici
D(3,-4) y=,%"7

zbog uvjeta iz tocke D(3,y < 0),
Yy = -4 pa je tocka D(3,-4)

© Primjer 2. Odredi jednadzbu tangente u tocki D(5, y > O) kruznice (x - 2)2 + (y —1)2 =25.

Tocka se nalazi na kruznici sa srediStem u tocki S(2,1), pa ¢emo koristiti formulu (50) za

odredivanje jednadzbe tangente u tocki D.

(x—p)x, —p)+(y—a)y, —a)=r’

(x=2) +(y-1) =25= (5-2) +(y-1) =25 (5-2)x-2)+(5-1)y-1)=25
9+(y-1f =25=(y-1)° =16 / 3(x—2)+4(y-1)=25
y,=4+1=5 3X-6+4y—-4=25
y-l=+4= y, = —4+1=-3 =y=5 4y =-3x+35 /-4 uvrstavamo u jednadzbu
tangente (50) i dobijemo
D5 zbog uvjeta iz tocke D(5,y > 0), y = _EX + 3 jednadzbu tangente iz
y =35, pajetocka D(5,5) 4 4 tocke D na kruznici

© Primjer 3. Odredi jednadzbu tangente kruznice (x +2)° +(y —7)° =5 paralelne s y = —2x

U ovom primjeru moramo Koristiti uvjet tangencijalnosti (52).

) | =3-5=-2 pravac i tangenta su paralelni pa
r*(L+k?)=(q—kp-1) ~1=45= {Il 3 je koeficijent tangente jednak
) ,=3+5=8 L L
(1+ 4) (7 ( )( ) |) koeficijentu pravca ky=k; =-2
2
(7 42 ) t.y=kKx+l=y=-2x-2 .
=@3-17 /{ foy =kl oy = —2x+8 Dvije paralelne tangentesu

rjeSenje primjera 3.

12
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ZADACI ZA VJEZBU:

1.
2.

3.

Odredi jednadzbu kruZnice sa srediStem u tocki S(2,-3) koja prolazi tockom T(4,1).

Odredi jednadzbu tangente kruznice k(— 2,7;\/3) koja je okomita na pravac y+3x-5=0.
Odredi jednadzbu tangente na kruznicu x> +y* = 20 u to¢ki D(2,y>0).

Odredi tangente na kruznicu (x —2)* +(y —1)* =5 iz tocke T(3,4).

U kojem su odnosu pravac 7x —17y +169 =0 i kruznica x* +y? =169°?

2 2
U kojem su odnosu pravac 2x +y =9 i kruznica (x —9 + (y —%) = 27?
» UPUTA (zadatak 3): Ukoliko tangenta kruznice y = kx + | prolazi tockom
T(3,4), tada mozemo pisati y =kx +1 = 4 =3k +1 te izrazimo odsjecak

| =4 -3k iuvrstimo u uvijet tangencijalnosti (52) ili (53)

13
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