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1. KVADRATNE JEDNADZBE I NEJEDNADZBE.

Kvadratne jednadZbe i nejednadZzbe obraduju se u drugom razredu srednjeg
obrazovanja. U narednim stranicama ponovit ¢emo osnovne elemente koji su nam

neophodni za razumijevanje i pracenje gradiva Matematike 3 i Matematike 4.

Definicija: KVADRATNA JEDNADZBA je jednadzba oblika ax® + bx + ¢ =0 gdje su

a,b,c e R takvi da je a # 0. Realni broj a naziva se vode¢i koeficijent ili koeficijent uz

kvadratni ¢lan (x°), broj b je linearni koeficijent ili koeficijent uz linearni ¢lan (x) i ¢ je
slobodni koeficijent.

VAZNO: Kvadratna jednadzba ima uvjek dva rjesenja.

1.1.0BLICI KVADRATNE JEDNADZBE.

1.1.1. ]EDNADZBA OBLIKA ax*+c=0.
Ako je b=0,c =0 tada kvadratna jednadzba dobiva oblik ax* +¢c=0.

2__C
2+C=0 X = a /\/_

ax
RjeSavamo kako slijedi: te dobijemo

1)
ax’=-c /ic [c
Xl,Z :i —g

© Primjer 1. Rijesi kvadratnu jednadzbu:

16x2-9=0 16x2 -9 =0 — koristimo formulu za razliku kvadrata
16x* =9 /:16 (4x —3)4x +3)=0 — produkt je 0ako su &lanovi jednaki 0
2 _ 9 ili 3
X°=— 4 -3=0=4Xx=3= X, =—
16 /\/_ Yoy
xllzzi% 4x+3:0:>4x:—3:>x1=—%

© Primjer 2. Rijesi kvadratnu jednadzbu:

25x* +49=0 25x° +49 =0 — koristimo formulu za razliku kvadrata
25x% = —49 /: 25 (5x +7i)5x — 7i)=0 —> produkt je 0 ako su &lanovi jednaki 0
=29 5E ili 5x+7i=0:>5x=-7i:>x1=—§i
25 7
X, =i%i 5x — 7i = 0= 5x = 7i = X, :%i gdje jei? =L ili i =+ 1
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1.1.2. JEDNADZBA OBLIKA ax’ + bx =0.
Ako je b #0,c =0 tada kvadratna jednadzba dobiva oblik ax® +bx =0.

X, =0
ax’ +bx =0 =0
RjeSavamo kako slijedi: B te dobijemo ax = —p [:a - (@)
x(ax+b)=0 ;
XZ = —g
© Primjer 1. Rijesi kvadratne jednadzbe:
4x% +10x =0 2x2-3x =0
2x(2x+5)=0 x(2x-3)=0
2x=0 [:2=>x,=0 X, =
a) 2x+5=0 b) 2x-3=0
2x=-5 /:2 2x=3 [:2
.. .2 v =3
) 22

1.1.3. JEDNADZBA OBLIKA ax’ + bx+c=0.

Ako je b #0,c =0 tada kvadratna jednadzba dobiva oblik ax® +bx+c=0.

o . . ~b++b*-4
Jednadzbu rjeSavamo formulom za rjesenja kvadratne jednadzbe: (X, , = b 2ba ac . (3)
© Primjer 1. RijeSi kvadratne jednadzbe:
x?—8x+12=0=a=1b=-8c=12 x?-6x+10=0=>a=1b=-6,c=10

_—(-8)+4(-8)° —4-1.12 _ —(=6)£4/(-6)° —4-1-10

X192 o1 X2 2.1

a) , _8+64-48 8416 84 b) , _6+y36-40 6+V-4 62i
b 2 2 2 b 2 2 2
1:%:%:6 x1:6;2|=2(32+l)=3+
v -4 4 =022 g
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ZADACI ZA VJEZBU:

1. Rijesi jednadzbe: a) 3x* -27=0 b) 2x*+32=0
2. Rijesi jednadzbe: a) 3x* +9x =0 b) 4x* -32x =0
3. Rijesi jednadzbe: a) 2x* —=5x+3=0 b) x> +x-12=0

1.2. DISKRIMINANTA KVADRATNE JEDNADZBE ax® +bx +c=0.

Diskriminanta kvadratne jednadzbe dana je formulom D = b?® —4ac (4) tako da rjesenja

—bx+D L
kvadratne jednadZbe moZemo nadéi i formulom x,, = b2— (5) . Diskriminanta nam
' a

odreduje tip ili kakva su rjeSenja kvadratne jednadzbe.

o ako je D <0 tada su rjeSenja kompleksni brojevi (pr.x3=2—-1i,x;=2+1)

o ako je D = 0 tada su rjeSenja jednaki realni brojevi (pr. x3 =3, x2=3ili X3,=3)

o ako je D > 0 tada su rjeSenja razli€iti realni brojevi (pr. x;=2, X, =-3)

© Primjer 1. Odredi tip rjesenjai rijesi kvadratne jednadzbe:

x?+x-12=0=a=1,b=1,c=-12 X’ +4x+4=0=a=1,b=4,c=4
D=b%*-4ac=1>-4-1-(-12) D=b*-4ac=4"-4.1-4
D=1+48=149 D=16-16=0
a) D > 0= rjedenjasu realnai razlicita b) D =0= rje$enjasu realnai jednaka
~b+4/D -1+7 ~b++/D -4
X2 = = Xip == =
2a 2 2a 2
X, =—4 X,=3 Xy, =2

x?-2x+2=0=>a=1b=-2c=2
D=b?*—-4ac=(-2)-4-1.2

D=4-8=-4
0) D < 0 = rjeSenja su kompleksna i razlicita
~b+JD 2+2i
X2 = =
2a 2
X, = 2(1+|):l+i X, :—2(12_|) =1-i
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1.3. VIETEOVE FORMULE KVADRATNE ]EDNADZBE ax>+bx+c=0.
Vieteove formule dobijemo zbrajanjem i mnozenjem formule za rjeSenja kvadratne

jednadzbe.

< 1x _—b+\/b2—4ac+—b—\/b2—4ac_—b—\/b2—4ac—b+\/b2—4ac_—2b__9
L 2a 2a - 2a 22 a
< -x _ —b++/b® —4ac —b—\/b2—4ac_(—b—\/b2—4acX—b+\/b2—4ac)_ c
S 2a ' 2a - 4a’ S a

b C . “ e e
(X, +X, =——,X; - X, =—| (6) su formule za zbroj i umnoZzak rjeSenja kvadratne
a a

jednadzbe.
It Kako odrediti kvadratnu jednadzbu ako znamo rjesenja? — Koristimo Vieteove
formule.
ax’+bx+c=0 /:a
, b c - b . c
X°+—=X+—=0 tekoristimox; +X, =—— i XX, =—
a a a a

X% — (X, +X,)-X+X,-X, =0

Formula za odredivanje kvadratne jednadZbe ako su dana rjeSenja glasi

X% — (X, +X,)-X+X,-X, =0/ (7)

© Primjer 1. Odredi zbroj i umnozak rjesenja kvadratne jednadzbe 2x* —3x+5=0

2x?> -3x+5=0=>a=2,b=-3,c=5
b -3 3

X, +X,=——=——
T2 g 2 2

© Primjer 2. Odredi kvadratnu jednadzbu ako je jedno rjeSenje 2 + i.

X, =2+i=>X,=2-1i x> —(2+i+2-i)x+(2+i)2-i)=0
X — (X, +X,)-X+X,-X, =0 x> —4x+4-i* =0
koristimo formulu (7) x? —4x+5=0 jerjei’ =-1

© Primjer 3. Odredi kvadratnu jednadzbu ako su rjeSenja 3 i -5.
X;=3,X, =-5

X — (X, +X,) - X+X, X, =0=>x?+2x-15=0
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ZADACI ZA VJEZBU:
1. Odredi tip rjesenja i rijesi kvadratne jednadzbe:

a. 2x>+5x+3=0 b. x?-x-12=0

2. Odredi zbroj i umnozZak rjedenja kvadratne jednadzbe x* —5x +10=0
3. Odredi kvadratnu jednadzbu ako je jedno rjeSenje -3 -2i.

4. Odredi kvadratnu jednadzbu ako su rjeSenja -2 i 5.

5. Odredi, bez rjeSavanja jednazbe, i+i ako je kvadratna jednadzba 2x? +5x+3=0.
Xl X2

(uputa: koristi Vieteove formule).

1.4. JEDNADZBE KOJE SE SVODE NA KVADRATNE.

Slijede primjeri zadataka koje moZemo rjeSiti koriStenjem naucenog o kvadratnoj

jednadzbi.

1.4.1. SUSTAV KVADRATNE I LINEARNE ]EDNADZBE.
2 2 _
© Primjer 1. Rijesi sustav {X —2y Ay Ex+2=0
2X-y=5

Izrazimo nepoznanicu y iz linearne jednadzbe i uvrstimo u kvadratnu jednadzbu.

2X—-y=5=>y=2x-5 uvrstimo u kvadratnu jednadzbu
X? —2y? +3xy+Xx+2=0

x? —2(2x -5)* +3x(2x -5)+x+2=0  kvadriramo

x? = 2(4x? — 20X + 25)+ 6x* 15X + X +2 =0

X? —8x* +40x —50+6x* —14x+2=0 Rjedenja sustava
X2 +26x—48=0 /-(-1) (2-1) i (24,43)
X? —26x+48=0 pa su rjeSenja jednadzbe

X, =21X,=24 uvrStavamou y =2x-5

y,=2X,-5=4-5=-1 y, =2x,-5=48-5=143

2t Cesto koristimo formule (a+b)° =a®+2ab+b? (8) (a—b)’ =a® —2ab+b? (9).
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ZADACI ZA VJEZBU:

=8 X+y=5

1. Rijesi sustave jednadzbi:  a) 47 R
Xy =15 X“+y* =13

2 2 = X+ =8

2. Rijesi sustave jednadzbi:  a) 1% 1Y =2° R
3X-y=15 X“—y° =16

1.4.2. BIKVADRATNE ]EDNADiBE.
Bikvadratne jednadzbe su jednadzbe oblika ax* + bx* +c=0 (10) koje rjesavamo
uvodenjem supstitucije t = X° i svodenjem na kvadratnu jednadzbu at® + bt +c¢ =0 &ija su

rjeSenjatyity,

t, =x> =X, = +,/t
Uvrétavanjem u susptituciju dobijemo 2=t (11)

2
t, =Xx" =X, =£t,

© Primjer 1. Rijesi jednadzbu x* —5x* +6 =0
X' -B5x*+6=0=>t=x>=>t"-5t+6=0
5+425-24 5+1
12 — = :>t1:3,t2:2
’ 2 2

3=x [ =x,=%3
2=x* /| =x5, =42

ZADACI ZA VJEZBU:

1. Rijesi jednadzbe: a) x*+6x*+9=0 b) x* +14-9x* =0
2. Rijesi jednadzbe: a) x*+3x°+2=0 b) 4x* -5x*-9=0

1.4.3. SIMETRICNE JEDNADZBE TRECEG STUPN]JA.

Simetri¢ne jednadZbe treéeg stupnja su oblika ax® + bx* + bx +a =0 (12) . Rjesavamo ih

grupiranjem i koristenjem formule a® +b® = (a=b)a® Fab+ bz).

ax® +bx* +bx+a=0 (x +1)ax? —ax+a+bx)=0
a(x® +1)+bx(x +1)=0 Xx+1=0=x,=-1
a(x +1)(x* = x +1)+ bx(x +1)=0 ax’ +x(b-a)+a=0=x,, =...
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© Primjer 1. Rijesi jednadzbu 2x° +3x* -3x-2=0

(x—1)(2x% + 2x+2+3x)=0
(x—1)(2x? +5x +2)=0
X-1=0=x, =1

2x% +3x% -3x-2=0
2x% —2+3x*-3x =0
2(x* —1)+3x(x ~1)=0

2 2 1
2(x —1)(x? +x +1)+3x(x ~1) =0 2X° +5x+2=0= X, =-2,X, ==

ZADACI ZA VJEZBU:

1. RijeSi jednadzbe:
a. 6x°—-19x?-19x+6=0 b. 4x®-14x*+14x-4=0

1.5. KVADRATNA FUNKCIJA.

Definicija: KVADRATNA FUNKCIJA je funkcija oblika f(x) =ax® + bx +¢ (13) gdjesu

a,b,c e R takvida je a=0. Zapisujemo je f: R —> R.
1.5.1. GRAF KVADRATNE FUNKCIJE.

It Graf kvadratne funkcije je PARABOLA. Otvor parabole ovisi 0 kvadratnom

koeficijentu a.

o ako je a > 0, tada je otvor parabole «prema gore» i parabola ima oblik U

o ako je a <0, tada je otvor parabole «prema dole» i parabola ima oblik ﬂ
1.5.2. NUL TOCKE I EKSTREMI KVADRATNE FUNKCIJE.

It Karakteristiéne to¢ke koje nam odreduju parabolu su nul to¢ke i ekstremi.

¥* NUL TOCKE su to¢ke u kojima graf kvadratne funkcije f(x) = ax® + bx +c sije¢e os x.

Dobivamo ih rjesavanjem pripadne kvadratne jednadzbe. ax* + bx +c=0
Diskriminanta nam odreduje koliko nulto¢aka ima kvadratna funkcija..

o ako je D <0 tada kvadratna funkcija nema realnih nulto¢aka

o ako je D = 0 tada kvadratna funkcija ima jednu dvostruku nul tocku

o ako je D > 0 tada kvadratna funkcija ima dvije nultocke
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It EKSTREMI KVADRATNE FUNKCIJE su to¢ke u kojima kvadratna funkcija

f(x) = ax® + bx + ¢ poprima najveéu ili najmanju vrijednost. To¢ka ekstrema se naziva

TJEME i oznacava se s T(Xo,Yo). Koordinate tjemena racunamo na nekoliko nacina:

» Ako kvadratna funkcija ima dvije nul tocke tada apscisu tjemena racunamo po

X, +X,

formuli x, = (14) . Izrac¢unatu koordinatu uvrStavamo u funkciju te

dobijemo drugu koordinatu ili ordinatu tjemena. y, =f(x,) = axo2 +bx, +c (15) te

je tjeme T(Xo,Yo).

» Ako kvadratna funkcija ima jednu nul to¢ku tada je ona ujedno i prva koordinata ili

apscisu tjemena. Drugu koordinatu ili ordinatu tjemena izra¢unavamo kao u
prethodnom slucaju.

» Ako kvadratna funkcija nema realnih nulto¢aka tada apscisu tjemena raunamo po

b 4ac—b2j

2
formuli X, :-2—2, a ordinatu po y, = 43¢=0" _ _D y; T( . (16)

4a 4a 2a’  4a

NAPOMENA: Na ovaj nacin moZemo racunati koordinate tjemena i ako imam dvije ili

jednu realnu nul tocku.

» AKko je a> 0 tada je ekstrem kvadratne funkcije nazivamo i to¢ka maksimuma ili

kraée MAKSIMUM, a ako je a <0 tada je ekstrem to¢ka minimuma ili krace

MINIMUM.

» Kako koeficijent uz kvadratni ¢lan a i diskriminanta odreduju izgled parabole?

2 41 / 3 D=0 — kvadratna J D <0 — kvadratna
- \ funkcija ima jednu nul * funkcija nema realne nul
= tocku 3 tocke
=3
ﬁ a<0 — parabola ima ) a>0 — parabola ima
= I
_ \ otvor prema dole ﬂ otvor prema gore U
1 \ It ;

10
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B 2 4l D <0 — kvadratna \ D >0 — kvadratna
- funkcija nema realne nul K / funkcija ima dvije razlicite
tocke N / nul tocke
\ /
) a<0 — parabolaima — F ¢ a>0 — parabolaima
-4
/ s i\\ otvor prema dole ﬂ . otvor prema gore U

© Primjer 1. Odredi koordinatu tjemena kvadratne funkcije f(x) = x> —6x +8.
Odredimo nul to¢ke kvadratne funkcije.

_xl+x2_2+4_3 isa tiemen
%% —Bx+8=0 X, = T, T apscisa tjemena
D=b%?-4ac=(-6)"-4-1.8=36-32=4 y,=F(x,)=3"-6-3+8=-1 ordinata

D > 0= dvije nul tocke

—b+/D _6+2 T(%o.¥o)= T(3-1) TIEME
12 = 2a = 2 :>X1:2’X2 =
NT,(2,0),NT,(4,0) a=1>0 tjeme je tocka minimuma

© Primjer 2. Odredi koordinatu tjemena kvadratne funkcije f(x) = x> —6x +10.

Odredimo nul to¢ke kvadratne funkcije.

) -b 6 o
X“—-6x+10=0 X, =——=—=23 apscisa tjemena
2a 2
_fec-b”_ D =% _1 ordinata
D =b? —4ac = (-6 —4-1.10 Yom T T a4
D=36-40=—4 T(X,,Y,)= T(31) TIEME
D < 0= nema realnih nul tocaka a=1>0 tjeme je tocka minimuma

ZADACI ZA VJEZBU:

1.
2.
3.

Odredi nul tocke, tjeme te nacrtaj graf kvadratne funkcije f(x)=x? +4x +3.
Odredi nul tocke, tjeme te nacrtaj graf kvadratne funkcije f(x)=2x*-3x+3.

Odredi nul tocke, tjeme te nacrtaj graf kvadratne funkcije f(x)=-x*>-8x+9.

1.6. KVADRATNE NEJEDNADZBE.

Kada znak jednakosti u kvadratnoj jednadzbi ax® + bx + ¢ =0 zamjenimo s znakovima

<

,>,<,> dobijemo KVADRATNE NEJEDNADZBE.

11
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ax’ +bx+c¢<0 ax’ +bx+c<0

ax’ +bx+c¢>0 ax’ +bx+c>0

RjeSenja kvadranih nejednadzbi su intervali relnih brojeva. Otvoreni (a, b), zatvoreni

[a,b], poluotvoreni (a,b] ili poluzatvoreni [a,b) interval gdje su a i b krajnje tocke ili

granice intervala.

<

© Primjer 1. Rijesi nejednadzbu %xz -3>0. \

Odredit ¢emo nul tocke te nacrtati parabolu.

3x?-3=0 x*=4 [
g 4 X, =-2X, =2 \ | /
—X' =3 / a NT,(~2,0),NT, (2,0) \ /X
4 3 Y 1 N
Tjeme moZemo izracunati ako Zelimo precizno nacrtati \ =t /
graf funkcije tj. parabolu. — T(0,-3)) =T/

Funkcija je pozitivna (f(x) > 0,f(x) > 0) na intervalima gdje je parabola «iznad osi x»

Funkcija je negativna (f (X)<0,f(x) < 0) na intervalima gdje je parabola «ispod o0si x».

Funkcija je pozitivna u intervalima (-w,~2) i (2,+w,), a negativna na intervalu (- 2,2).

Rjesenje nejednazbe %xz ~3>0 je x e(-00,-2)U(2,4).

© Primjer 2. Rijesi nejednadzbu f(x) < 0 ako je zadana funkcija f(x) = 2x* —8x +10.

Odredit ¢emo nul tocke te nacrtati parabolu.

b 8 Ty |
2x2 -8x+10=0 /:2 Xo=5-=272 /
x?—4x+5=0 D 16 \ /

Yo gy g \
D=b?-4ac=-16 4a 8 5 /
D <0 nema realnih nul tocaka T(XO’yo)jT(Z’Z)

Tjeme moZemo izracunati ako Zelimo precizno nacrtati

graf funkcije tj. parabolu. — T(2,2)

Y 720
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Funkcija je pozitivna za sve realne brojeve x, pa nejednadzba f(x) < 0 nema rjesenja ili
X ed

» Napomena: RjeSenje nejednadzbe f(x) > 0 je cijeli skup R ili x e R
© Primjer 3. Rijesi nejednadzbu %xz -3<0.

> Nul totke NT,(-2,0),NT,(2,0) i tjeme T(0,-3)) smo odredili u primjeru 1.

> Na crtezu vidimo da je funkcija negativna na intervalu [-2,2].
Rjesenje nejednazbe %xz ~3<0 je xe[-2.2].

© Primjer 4. Rijesi nejednadzbu (x +2)(x -2)<0.
Odredimo nul toc¢ke i nacrtamo parabolu. Kad bi pomnozili zagrade, nejednadzba bi imala

oblik x* —4 < 0. Koeficijent uz kvadratni ¢lan a > 0 pa je otvor parabole prema gore.

Dy |

\
(x+2)(x-2)=0 \ /
X+2=0=x, =-2 3
X-2=0=>x,=2 \ . /
NT, (-2,0), NT, (2,0) N

2

Rjesenje nejednazbe (x +2)(x —2)<0 je x (-2,2). \

NAPOMENA: U nejednadzbama u kojima se javljaju znakovi nejednakosti <,> Krajnje
tocke ili granice intervala su ukljucene u interval te je rije¢ o intervalima (— o, a] i [a, b] ili

[b,+oo).

ZADACI ZA VJEZBU:

1. Rijesi nejednadzbu x* +2x-3>0.
2. Rijesi nejednadzbu x* -3x-4<0.
3. Rijesi nejednadzbu —2x* +x+1>0.
» NAPOMENA: Mnozenjem ili dijeljenjem nejednadzbe s negativnim brojem, znak

-2x<4 [:(-2)

nejednakosti se mijenja. Npr:
X > -2
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